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Diagramy Woronoja — twoérca, metoda, zastosowania

Zarys tresci. Autorzy prezentujg sylwetke
i prace Gieorgija Woronoja (1868-1908), tworcy ory-
ginalnej metody diagramoéw, ucznia stawnego mate-
matyka Andrieja Markowa. Gieorgij WWoronoj ukonczyt
Wydziat Fizyki i Matematyki Uniwersytetu w Peters-
burgu, nastepnie w latach 1894—1908 pracowat jako
profesor matematyki na Cesarskim Uniwersytecie
Warszawskim. Jego studentem byt pozniejszy wy-
bitny polski matematyk Wactaw Sierpinski. Podczas
swojego krotkiego zycia G. Woronoj opublikowat kilka
bardzo waznych artykutéw naukowych dotyczgcych
teorii liczb. W prawie stustronicowej pracy w jezyku
francuskim opublikowanej w 1908 r. opisat metode
diagraméw lub poligonéw zwang od jego nazwiska
metodg diagraméw Woronoja.

1. Wstep

Diagramy Woronoja sg metodg interpolacji
danych przestrzennych na wieloboki wokot
kazdego punktu w taki sposdb, aby wszystkie
miejsca z otaczajgcego punkt obszaru znajdo-
waly sie blizej niego niz jakikolwiek inny punkt.
Metoda ta opracowana ponad sto lat temu
przez profesora Uniwersytetu Warszawskiego
i wykorzystywana w wielu dziedzinach nauki
na catym s$wiecie, w epoce cyfrowej znajduje
nowe zastosowania. W artykule zaprezentowano
sylwetke Gieorgija Woronoja (1868-1908), do-
konano zestawienia oprogramowania GIS
wykorzystujgcego jego metode i zestawiono
przyktadowe zastosowania diagraméw Woro-
noja w réznych dziedzinach nauki. Warto blizej
pozna¢ sylwetke tego wybithego naukowca
w 150 rocznice urodzin, popularnosc jego me-
tody w aplikacjach GIS i jej rézne zastosowa-
nia w badaniach naukowych.

W epoce cyfrowej metoda ta i jej modyfikacje zna-
lazty nowe zastosowania. Hasto ,Woronoj” jest coraz
bardziej popularne w Internecie, a metoda diagra-
méw Woronoja i jej modyfikacje sg szeroko opisy-
wane w podrecznikach i artykutach naukowych.
Autorzy artykutu prezentujg zastosowanie metody
w najbardziej popularnych programach komputero-
wych z grupy Geographic Information Systems (GIS)
oraz podajg przyktady jej wykorzystania w bada-
niach przestrzeni geograficznej w réznych dziedzi-
nach nauki.

Stowa kluczowe: diagramy Woronoja, Gie-
orgij Woronoj, GIS, Uniwersytet Warszawski

2. Gieorgij Woronoj

2.1. Dziecinstwo i mtodos$¢é na Ukrainie

Gieorgij Woronoj urodzit sie 16 kwietnia
1868 roku w miescie Zurawka w éwczesnej gu-
berni pottawskiej. Pochodzit z rodziny ukrainskiej,
ale postugiwat sie rosyjska formg nazwiska Wo-
ronoj, a nie ukrainskg Woronyj (H. Syta 2010,
A. Schinzel 2016). Jego ojciec Teodozjij Woronoj
(1837—-1910), byt filologiem rosyjskim, nauczy-
cielem w szkotach $rednich, inicjatorem i zatozy-
cielem kilku szkot, w tym szkét dla pracujgcych
(H. Syta 2001).

Gieorgij ukonczyt 5-klasowg szkote w Ber-
diansku, nastepnie w roku 1885 gimnazjum
w Prytukach. Duzy wplyw na jego zaintereso-
wanie naukg wywart nauczyciel matematyki
Iwan Bogostowskij (H. Syta 2010), ktéry za-
checit go do publikowania. Woronoj w wieku
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17 lat, bedac jeszcze uczniem gimnazjum,
opublikowat artykut naukowy dotyczgcy dekom-
pozycji wielomianéw w jednym z czasopism

Ryc. 1. Gieorgij Woronoj (1868-1908)

matematycznych pt. ,Zurnat Elemientarnoj Ma-
tiematiki”, wydawanych na Uniwersytecie Ki-
jowskim (H. Syta 2010, A. Schinzel 2016).

2.2. Studia w Petersburgu

W 1885 roku, tuz po ukonczeniu gimnazjum
G. Woronoj podjat studia na Wydziale Fizyki
i Matematyki Uniwersytetu w Petersburgu.
Gtéwnym obszarem jego zainteresowan byta
teoria liczb; jeszcze jako student napisat prace
o liczbach Bernoulliego, ktorg przedstawit
w 1889 roku jako rozprawe kandydacky. Jego
opiekunem naukowym byt stynny matematyk
Andriej Markow (A. Schinzel 2016), tworca
metody badan doswiadczen zaleznych, zwa-
nych obecnie tancuchem Markowa. Badania
te daty poczatek rozwojowi nowoczesnego ra-
chunku prawdopodobienstwa — teorii proceséw
stochastycznych Markowa (Biografia Markow).
Po otrzymaniu tytutu kandydata i ukonczeniu
studiow Woronoj byt nauczycielem matema-
tyki w progimnazjum w Peterhofie (A. Schinzel
2016); réwnolegle przygotowywat prace magi-
sterskg (rosyjski odpowiednik rozprawy dok-
torskiej) dotyczaca liczb catkowitych, ktérg
ukonczyt w 1894 roku (MacTutor History of
Mathematics).

2.3. Praca na Uniwersytecie Warszawskim

W 1894 roku, po otrzymaniu tytutu magistra,
Woronoj w wieku 26 lat zostat skierowany do
pracy na Cesarskim Uniwersytecie Warszaw-
skim. Poczatkowo otrzymat etat docenta, a na-
stepnie profesora nadzwyczajnego (R. Duda
2016), wyktadat m.in. geometrie analityczna,
rachunek rézniczkowy i catkowy oraz opracowat
podreczniki do tych przedmiotéw (A. Schinzel
2016). Rownolegle prowadzit intensywne bada-
nia naukowe, pracowat nad rozprawg doktor-
ska, ktdérag obronit w Petersburgu w 1897 roku.
W 1898 roku zostat wybrany na cztonka Mo-
skiewskiego Towarzystwa Matematycznego,
aw latach 1989 i 1901 brat udziat w kongresach
rosyjskich przyrodnikéw i lekarzy. W 1904 roku
na miedzynarodowym kongresie matematyki
w Heidelbergu wygtosit dwa referaty. Za dzia-
talno$¢ naukowg w 1907 r. zostat mianowany
cztonkiem korespondentem Petersburskiej Aka-
demii Nauk.

G. Woronoj miat duzy wktad w rozwdj pol-
skiej szkoty matematyki. Jego studentem na
Uniwersytecie Warszawskim byt pdzniejszy
stynny polski matematyk Wactaw Sierpinski.
Woronoj zlecit mu rozwigzanie zagadnienia
z teorii liczb. Za znakomite wywigzanie sie
z powierzonego zadania W. Sierpinski otrzy-
mat medal, a nastepnie rozwingt ten sam temat
w rozprawie kandydackiej (J. Hurwic 2016).
Pierwsze prace W. Sierpinskiego, w tym roz-
prawa doktorska i habilitacyjna, powstaty row-
niez pod silnym wptywem Woronoja (A. Schinzel
2016).

Nalezy doda¢, ze 6wczesny Cesarski Uni-
wersytet Warszawski byt dla Imperium rosyj-
skiego uczelnig peryferyjng, nienastawiong na
prowadzenie badan naukowych. Zabronione
byto uzywanie jezyka polskiego, a uczelnia
miata wyrazng tendencje rusyfikacyjng (R. Duda
2016). W sktad uczelni wchodzit m.in. Wydziat
Fizyczno-Matematyczny, na ktérym funkcjono-
wato 11 katedr, w tym prowadzona przez G. Wo-
ronoja katedra matematyki (H. Syta 2010).
Woronoj, podobnie jak inni naukowcy z jego
wydziatu, stronit od polityki. Jak pisze J. Schiller-
-Walicka (2016), czesc¢ rosyjskich profesorow,
szczegolnie z Wydziatu Medycznego i Mate-
matyczno-fizycznego, starata sie wykonywac
swoje obowigzki rzetelnie, a wielu profesorow
wolato nie zajmowaé zdecydowanego stano-
wiska w sprawach politycznych. Poza tym
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profesorowie zatrudnieni na etatach uniwersy-
teckich podejmowali dodatkowg prace dydak-
tyczng. Na przyktad Woronoj objgt w 1898 r.
katedre matematyki w Instytucie Politechnicz-
nym im. Cara Mikotaja Il (jego dziatalno$¢ kon-
tynuuje Politechnika Warszawska) (J. Migso
1989, A. Ulmer 2016).

Po rewolucji 1905 roku w Kroélestwie Polskim,
ze wzgledéw politycznych wiadze rosyjskie
postanowity przenies¢ Uniwersytet Warszawski
do jednego z miast w Rosji. G. Woronoj nego-
cjowat przeniesienie uniwersytetu do Woroneza
(J. Schiller 2005), uczelnia zostata jednak na
lata 1906—1907 przeniesiona do Nowoczerkaska
(koto Rostowa nad Donem). Podczas rocznego
pobytu w Nowoczerkasku petnit funkcje dzie-
kana Wydzialu Mechanicznego. Niestety,
niekorzystne warunki zycia w tym miescie spo-
wodowaty powazne pogorszenie jego stanu
zdrowia (J. Schiller-Walicka 2016).

Jesienig 1908 r. zajecia na Uniwersytecie War-
szawskim zostaly wznowione, a G. Woronoj
wrocit do Warszawy. Wkrétce potem, 7 listopada
1908 roku zmart w wieku 40 lat i zostat pocho-
wany w rodzinnej miejscowosci Zurawka na
Ukrainie (H. Syta 2010). Wactaw Sierpinski
pozegnat swojego profesora wygtaszajac od-
czyt na Uniwersytecie Lwowskim. Stwierdzit,
ze ,wszystkie prace Woronoja z punktu nauko-
wego odznaczajg sie najwyzszg doktadnoscia,
a z dydaktycznego nadzwyczajng przejrzysto-
Scig i prostotg wyktadu. Byt on cztowiekiem,
ktéremu nigdy nie brakowato tematéw w pracy
naukowej. Jak wiadomo, w matematyce chyba
najciezej jest znalez¢ dla siebie odpowiedni
i produktywny temat... Wszystkie jego prace sg
na wskro$ oryginalne i $wiadczg o jego nad-
zwyczajnych zdolnosciach...” (W. Sierpinski
1908).

3. Diagramy Woronoja

3.1. Prace naukowe

Podczas swojego krotkiego zycia G. Woro-
noj zdofat rozpoczac¢ kilka nowych kierunkéw
we wspotczesnej teorii liczb. Napisat 12 prac
naukowych, z ktorych 8 ma znaczenie naukowe
do dzist. Swoje odkrycia na temat wielo$cianow

1 http://mir-prekrasen.net/referat/4254-voronoy-georgiy-
-feodosevich.html

i teorii liczb Woronoj opublikowat w 1907 roku
w pracy Ceolicmea MonoxumeribHbIX cosep-
weHHbIX keadpamuyHbix ¢popm (Wihasciwosci
pozytywnych doskonatych form kwadratowych)Z.

Pierwszg znang z literatury ideg zastosowa-
nia podziatu przestrzeni w sposéb zblizony do
diagraméw Woronoja byta metoda wspomniana
w 1644 roku przez Kartezjusza, opisujgca roz-
mieszczenie materii we Wszechswiecie (R. Des-
cartes 1644). Nastepnie metode te zaprezentowat
G.L. Dirichlet (1850) i od jego nazwiska metode
nazwano tesselacjg Dirichleta (A. Okabe i in.
2009).

Rozwiniecie tej metody G. Woronoj zapro-
ponowat w prawie stustronicowej pracy No-
uvelles applications des paramétres continus
a la théorie de formes quadratiques opubliko-
wanej na tamach ,Journal fir die Reine und
Angewandte Mathematik” (G. Voronoi 1908),
najstarszego ciggle wydawanego czasopisma
matematycznego. Swojg prace autor podpisat
jako Georges Voronoi a Varsovie; cytowat w niej
m.in. prace Dirichleta, ktérego metode rozwinat.
Po stu latach od wydania papierowej wersiji
artykutu, opublikowano go on-line w repozyto-
rium www.degruyter.comé?.

3.2. Poligony Thiesssena czy Woronoja?

W opublikowanym w 1911 roku artykule Pre-
cipitation large areas amerykanski meteorolog
Alfred H. Thiessenen (1872—-1931) zapropo-
nowat metode wyznaczania wielobokéw pol
opadowych (A. Thiessen 1911), umozliwiajgca
wyznaczenie wielobokéw identycznych do
uzyskanych w metodzie diagraméw Woronoja.
Metoda poligonoéw Thiessena znalazta zasto-
sowanie m.in. w meteorologii do opracowania
pola opadu na podstawie pomierzonych war-
tosci jako tzw. metoda wielobokéw réwnego
zadeszczenia (P.Z. Sen 2009).

Opisywana w encyklopediach, stownikach
i samouczkach metoda wyznaczania poligo-
néw Thiesssena-Voronoia okreslana jest jako
diagramy lub poligony Woronoja (ryc. 2), a cza-
sami jako poligony Thiessena. Wedtug opinii
zamieszczonej na popularnej liscie dyskusyj-

2 https://slovar.wikireading.ru/2408143,__https://dic.aca-
demic.ru/dic.nsf/ruwiki/140128

3 https://www.degruyter.com/view/j/crll.1909.issue-136/
crll.1909.136.67/crll.1909.136.67.xml
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Ryc. 2. Graficzna reprezentacja poligonéw
Woronoja (opracowanie wiasne)

nej dotyczgcej GIS obaj uczeni stworzyli te samg
idee i metode niezaleznie, dlatego metoda po-
winna by¢ nazywana podwajnie*. W najbardziej
popularnym programie GIS dystrybuowanym
jako Open Source QGIS wystepuje nazwa po-
ligon Woronoja.

Warto wspomnie¢ o oryginalnym zastoso-
waniu poligonéw Woronoja przez Lecha Rataj-
skiego. Poligony konstruowane na kanwie mapy
kropkowej pokazujg poprzez relacje wielkosci
zréznicowanie natezenia zjawiska. Tego ro-
dzaju konstrukcja nosi nazwe sieci zmienno-
gestej nieregularnej (J. Szewczuk 1977).

3.3. Popularnos¢ hasta Voronoi w Internecie

Metoda diagraméw Woronoja staje sie coraz
bardziej popularna, a o jej znaczeniu $wiadczg
wyniki kwerendy przeprowadzonej w Interne-
cie 10 kwietnia 2018 roku. Po wpisaniu hasta
,voronoi” lub ,voronoi” diagram w wyszukiwarce
Google otrzymujemy ponad dwa miliony wyni-
kow, na kanale yotube otrzymujemy dostep do
ponad szesciu tysiecy filmoéw; kilka z nich ma
ponad sto tysiecy wyswietlen. Na portalu na-
ukowym Researchgate otrzymujemy zestawie-
nie okoto stu artykutdbw zawierajgcych stowo

4 https://gis.meta.stackexchange.com/questions/3677/
voronoi-vs-thiessen-vs-delaunay-triangulation-one-or-
more-tags).

»Voronoi” w tytule umieszczonych na tym portalu
od poczatku 2017 roku (w ciggu 18 miesiecy).
O popularnosci metody $wiadczy takze opisanie
diagramoéw Woronoja w Wikipedii az w 25 wer-
sjach jezykowych®.

3.4. Popularnosé metody w podrecznikach
naukowych

Hasto Voronoi (Woronoj) nie wystepowato
w encyklopediach wydanych w latach osiem-
dziesigtych i dziewiecdziesigtych, takich jak
polska edycja encyklopedii Britannica, ency-
klopedia Larousse’a lub ,Wielka Encyklopedia
PWN”. Dopiero rozwoj komputerowych metod
obliczeniowych, grafiki komputerowej, biologii
molekularnej, a przede wszystkim programéw
z grupy systemow informacji geograficznej (GIS)
uwypuklit znaczenie metody obliczania diagra-
moéw Woronoja w wielu dziedzinach: geometrii
obliczeniowej, inzynierii, matematyce, geografii,
geoinformatyce.

Jedna z pierwszych pozycji ksigzkowych
w catosci poswieconych metodzie Woronoja
ukazata sie w 2000 roku (A. Okabe i in. 2009).
W kolejnych latach pojawito sie kilka waznych
publikacji dotyczgcych diagraméw Woronoja,
m.in. ksigzka wydana w 2008 roku przez wydaw-
nictwo Springer Generalized Voronoi Diagram:
A geometry-based approach to computational
intelligence, majaca na celu ,dokonanie do-
gtebnego przegladu i analizy podstawowych
metod i technik opracowanych zgodnie z kon-
cepcjami Woronoja” (M. Gavrilova 2008) oraz
Voronoi diagrams and Delaunay triangulations,
wydana w 2013 roku przez World Scientific
Publishing (F. Aurenhammer i in. 2013). Ob-
jasnienia dotyczgce diagraméw Woronoja
opracowano takze w postaci skryptow prze-
znaczonych dla studentow i w réznych mate-
riatach szkoleniowych (M. Serwecinska 2014).

W podreczniku Geographic Information Sys-
tems and science (P.A. Longley i in. 2005)
autorzy postugujg sie nazwa poligony Thiessena
wspominajac, ze metoda ta jest znana takze
jako Voronoi and Dirichlet polygons. W spe-
cjalnej ramce poswieconej uczonemu Atsu
Okabe napisano, ze jest on specjalistg w za-
kresie ,wyznaczania poligonéw Thiessena za
pomocg diagramow Woronoja”.

5 https://pl.wikipedia.org/wiki/Diagram_Woronoja
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Polscy autorzy podrecznikéw z zakresu geo-
informatyki (GIS) do opisu metody wielobokéw
stosujg zamiennie oba nazwiska — Thiessen
i Woronoj. Wieloboki Thiessena wymieniono
w pierwszym polskim podreczniku dotyczgcym
geoinformatyki J. Gazdzickiego (1990). W nie-
ktérych pozniejszych polskich podrecznikach
autorzy podajg réwnoczesnie oba nazwiska.
A. Magnuszewski (1999) stosuje nazwe ,wie-
loboki Thiessena zwane takze wielobokami
Voronoi lub podziatem Dirichleta”. J. Urbanski
(2008) takze stosuje nazwe poligony Thiessena,
wspomina jednak o zamiennych nazwach —
diagramy Dirichleta lub Voronoi.

O znaczeniu diagramoéw Woronoja $wiad-
czg odbywajgce sie cyklicznie poswiecone im
miedzynarodowe sympozja z cyklu ,Internatio-
nal Symposium on Voronoi Diagrams in Science
and Engineering”. Podczas konferencji zorga-
nizowanej z okazji 145 rocznicy urodzin Woro-

(poligonéw Thiessena) jako narzedzia w opro-
gramowaniu GIS.

4.1. Implementacja diagraméw Woronoja
w aplikacjach GIS

Tylko nieliczne metody i algorytmy zapro-
gramowane w aplikacjach GIS noszg nazwy
ich tworcow. Wyjatkiem od tej reguty jest metoda
diagramoéw Woronoja (poligonéw Thiessena).

Na liscie modutéw obliczeniowych programu
GRASS GIS wystepuje tylko jeden modut, w kto-
rego nazwie umieszczono nazwisko — jest to
nazwisko Woronoja (v.voronoi — Creates a Vo-
ronoi diagram constrained to the extents of the
current region from an input vector map con-
taining points or centroids)®.

W programach komputerowych z grupy GIS,
ktére powstaty w Stanach Zjednoczonych do
opisywanej metody uzywano nazwiska Thies-

—) || poligony Thiessena
—— granice wojewodztwa
e miasta

0 25  50km

Ryc. 3. Poligony Thiessena-Woronoja dla miast w wojewddztwie warminsko-mazurskim
(opracowanie wiasne)

noja w Kijowie w 2013 roku przedstawiono
referaty w szesciu obszarach badawczych na-
wigzujgcych do jego spuscizny naukowe;j’.

4. Popularnos$¢ metody w aplikacjach GIS
i jej znaczenie w badaniach naukowych

Ponizej zestawiono najbardziej popularne
przykfady i zastosowania diagraméw Woronoja

8 http://voronoi.hanyang.ac.kr/vd2005/http:/bicinf.spbau.
ru/isvd2013/home

7 http://www.fmi.npu.edu.ua/ua/voronoi2013

sena (ArcGIS) lub Woronoja (GRASS GIS,
Maplinfo). W starszych wersjach programu
ArcGIS (np. 9.2) postugiwano sie jeszcze ter-
minem Voronoi Maps?®. W programach dystrybu-
owanych na zasadzie wolnej licencji czesciej
zastosowano nazwisko Voronoi (ILWIS, GRASS
GIS, QGIS), rzadziej Thiessen, np. w programie
SAGA. W tabeli 1 zestawiono wybrane programy

8 GRASS GIS manual — https://grass.osgeo.org/grass75/
manuals/v.voronoi.html

9 http://webhelp.esri.com/arcgisdesktop/9.2/index.
cfm?TopicName=\Voronoi_maps
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Tabela 1. Moduty do obliczania poligonéw Woronoja (Thiessena) w najpopularniejszych programach GIS

Vector geometry tools,
Voronoi polygons

Program Miejsce w menu programu Graficzna prezentacja okna narzedziowego
& Input Features @ (i
ArcMap (Toolbox), SNpiaao Tee @
ArcGIS 10.4 Analyst Tools, Proximity, _
Create Thiessen Polygons Chrfpist Plekls {opptiorl)
ONLY_FID -
Lok ][ concel | [em J [ showtieo >> |
(Menu) Perfoim Voronoi using obiects from table: | WORLDCAP >
Maplinfo 12.1 Table, Voronoi, i =
Table Voronoi Store results in table: [(_New ]
[ Nest> | [ Cancel | [ Hep |
Input poink vector layer
Buffer regh 0,0000 % =
(Menu) -
QGIS 2.14 Vector, Geometry Tools, Output polygon shapefile
Voronoi polygon
Browse
X Add result to canvas
0 0% | ok | clse
H i y
/ Voronoi polygons 7 )
Parameters | Log | Halp
Inpakt layer —
]
(Menu) Buffer region
Processing, 0000000 S
Processing Toolbox, =
QGIS 218 QGIS geoalgoritms, i

[Save to temporary File]

% Open cutput file after running akgorithen
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Program Miejsce w menu programu Graficzna prezentacja okna narzedziowego
©, Creates a Vorono: diagram in current region from an input vector
map containing points or cenfrokds,
Reaured | Optonal | Command ovout | 54 Manal| .
Name of input vector point map: (rput=name)
I =]
(Menu) Mame for output vector map: (putput=name)
GRASS GIS Vector, Generate areas [
from points, Voronoi
7.4.0 . .
diagram/Thiessen polygons
[v.voronoi]
| zamey | [ mm | [ ke | [ Pomec
[¥] Add created map(s) into layer tree
[ Clorse dhalog on finish
i input= <requi put=
Fustiputmep [ - |
(Menu) Minimum Distance
ILWIS 3.8.5 .
Operations, Segment
Operations, Voronoi map Output Segment Map | J
Description:
I J
Show I Define | Cancel I
B Data Objects ==
B shapes : 2
»> Points <not set>
| << Polygons <create>
SAGAGIS (Menu) B Options |
2.3.2 Geoprocessing, Shapes,  Frame Size 10
Points, Thiessen polygons [E]
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GIS, wskazano miedzy innymi umiejscowienie
narzedzi w menu programow lub skrzynkach
narzedziowych.

4.2. Zastosowania diagramoéw Woronoja

Ponizej wymieniono przyktadowe zastoso-
wania diagraméw Woronoja, zaréwno w kla-
sycznej postaci wielobokow dwuwymiarowych,
jak i z modyfikacjami. Metode diagraméw Wo-
ronoja (czesto pod nazwg poligony Thiessena)
wykorzystuje sie do konstrukcji map reprezen-
tatywnosci punktéw (ryc. 2), np. jak juz wspo-
mniana metoda regionéw opadowych.

Diagramy Woronoja w potgczeniu z triangu-
lacjg Delaunaya (metode opracowat w 1934 roku
rosyjski matematyk Borys Delone), bedaca
grafem dualnym diagramu Woronoja, sg wyko-
rzystywane w opracowaniu i wizualizacji modeli
rzezby terenu (F. Anton i in. 1998; M. Dako-
wicz, C. Gold 2002).

Metoda diagraméw Woronoja jest wykorzy-
stywana takze w badaniach zjawisk spoteczno-
gospodarczych. Poligony w klasycznej postaci
byly wykorzystywane do wyznaczenia dostep-
nosci komunikacyjnej m.in. dworcéw Kkolejo-
wych i innych przystankow komunikacyjnych,
szkol, szpitali (H. Wu i in. 2013, F. Karimi i in.
2009, F. Rezende i in. 2000).

Metoda poligondéw byta wykorzystana w ba-
daniu przestrzennych wzorcéw rozmieszczenia
i dostepnosci sklepéw dyskontowych (W. Ki-
siata, M. Rudkiewicz 2017), do okreslenia do-
stepnosci terendw zieleni w niektérych duzych
miastach Europy (A. Bochenek, T. Jasifski 2015),
do wyznaczania obszaréw w relacji spotecznosé
— najblizszy ustugodawca. Typowe przyktady
jej zastosowania to wyznaczanie obwoddéw
szkolnych i dostepnosci ustug medycznych
w rejonie Preszowa na Stowacji (S. Lovacka
2008) oraz w opracowaniu zasiegow krajobrazu
pogranicza kulturowego (A. Awramiuk-Godun
2013). W badaniach przeprowadzonych dla
aglomeraciji Pekinu poligony Woronoja (Thies-
sena) zostaly wykorzystane do wyznaczania
strefy ruchu tranzytowego (S. Wangiiin. 2014).
Poligony Woronoja zostaty takze wykorzystane
do wyznaczania morskich stref brzegowych,
np. w zatoce Salwa miedzy Arabig Saudyjska
i Katarem (G. Cosquer, J.F. Hangouét 2003).

Modyfikacjg diagramoéw Woronoja jest tzw. me-
toda wagowa diagraméw Woronoja. Polega

ona na zwiekszeniu lub zmniejszeniu zasie-
gow diagramow wokét punktu w zaleznosci od
wagi przypisanej temu punktowi (F. Auren-
hammer, H. Edelsbrunner 1984; A. Okabe i in.
2009; P. Dong 2008). Metode w takiej postaci
wykorzystywano do uzyskania algorytmu obli-
czania odlegtosci wypuktych w sieciach trans-
portowych (W. Bae, K.Y. Chwa 2005).

4.3. Grafika komputerowa

Rozwadj grafiki komputerowej umozliwia kon-
struowanie diagraméw Woronoja w wersji 3D
za pomoca animacji komputerowych (H. Ledoux
2007), np. do opisu struktury krystalicznej i struk-
tury budowy atoméw w postaci trojwymiarowej
(Y. Xu iin. 2013) lub do planowania $ciezki dla
bezzatogowych pojazdéw podwodnych (UUV)
(M. Candeloro i in. 2017). Obszernie mozliwosci
wykorzystania diagramow Woronoja w mode-
lowaniu 3D zaprezentowat T. van der Putte
(2009). Zastosowan diagramoéw w wersji 3D
prawdopodobnie bedzie przybywac ze wzgledu
na umieszczenie modutu obliczeniowego w po-
pularnym $rodowisku obliczeniowym MATLAB
(Mathworks Documentation).

5. Podsumowanie

W 2018 roku przypada stulecie powstania
Zaktadu Geograficznego na Uniwersytecie War-
szawskim. Jednak kilkanascie lat wczes$niej
profesor Cesarskiego Uniwersytetu Warszaw-
skiego Gieorgij Woronoj opracowat algorytm
znany i stosowany na catym swiecie. Metoda
diagramoéw Woronoja znajduje zastosowanie
do delimitacji przestrzeni w naukach powigza-
nych z przestrzenig geograficzna.

Rozwoj oprogramowania GIS przyczynit sie
niewatpliwie do popularnosci metody. Szkoda
tylko, ze w programie ArcGIS modut obliczajgcy
poligony Woronoja nosi nazwe poligonéw Thies-
sena. Skutkuje to tym, ze wiele oséb na $wie-
cie korzysta z metod opracowanych réwnolegle
przez dwdch uczonych, nie kojarzgc nazwiska
Woronoj. Woronoj (Voronoy) to jedyne nazwi-
sko zwigzane z Polskg wystepujgce w menu
(narzedziach) oprogramowania GIS.

Na koniec warto zacytowac stowa M.I. Kratko
(2011), prorektora Uniwersytetu w tucku
(Ukraina): ,WW osobie Heorhija Woronego mamy
przykiad szczerej pracy uczonego ukrainskiego
na niwie nauki polskiej, ktéra potem wptywata
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na rozwoj nauki na Ukrainie, w szczegdlnosci
w Uniwersytecie Lwowskim, gdzie uczniowie
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Voronoi diagrams — inventor, method, applications

Summary

The article presents the person and works of
Georgy Voronoi (1868—1908), the inventor of an ori-
ginal method of diagrams, a student of the famous
mathematician Andrey Markov. Georgy Voronoi gra-
duated from the Department of Physics and Ma-
thematics at the University of St. Petersburg, and

subsequently worked as a professor of mathematics
at the Imperial University of Warsaw. One of his stu-
dents was the future outstanding Polish mathematician
Wactaw Sierpinski. In his brief lifetime G. Voronoi
published several important scientific articles on
number theory. In an almost 100 page paper in
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French published in 1908 he described a method of
diagrams, or polygons, which became known as the
method of Voronoi diagrams.

In the digital age this method and its modifications
found new applications. The entry “Voronoi” is getting
more popular on the Internet, and the method of
Voronoi diagrams and its modifications are widely
described in handbooks and scientific articles. The

article presents application of the method in the most
popular computer programs from the Geographic
Information System (GIS) group and presents exam-
ples of its usage in research on geographic space in
various scientific disciplines.

Keywords: Voronoi diagram, Georgij Voronoi,
GIS, University of Warsaw
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